METODO DE VARIACION DE PARAMETROS

El método de variacion de parametros es aplicado en la solucién de
ecuaciones diferenciales no homogéneas de orden superior

an(X)Y™ + a,_ ()y®™ Y a0y 4 ag(0)y = f(x)
de las cuales sabemos que la solucion de la ecuacion homogénea son
un conjunto de funciones linealmente independientes

{01(x), 92(x), P3(x), eev eev oo, @4 (x) }, siendo la solucidn homogénea de la
forma

Yh = C101(x) + Co05(x) + C305(%) oo ev oo .+ Crpp (%)

El método consiste en cambiar las constantes C; por funciones u;(x) de
tal manera que la solucidn particular de la ecuacion diferencial es de la
forma

Yp = Uy ()1 (x) + U () @2 (%) + Uz (1) P3(x) v ver v+ U () P (X)

Donde las funciones u;(x) se deben determinar.

APLICACIéN A LA ECUACION DIFERENCIAL DE SEGUNDO ORDEN.
Sea la ecuacion diferencial
y// + al(x)y/ + ag(x)y = f(x)

Sean las funciones {g;(x),9,(x)} soluciones de la ecuacidon diferencial
dada, las cuales cumplen las condiciones

‘P1// + a1(x)§01/ + ag(x)p; =0
@2/ + a1 ()@, + ag(X)p, = 0
La solucion homogénea toma la forma
Vi = C191(x) + Cr,(x)
La solucién particular se considera que es
Yp = U ()1 (x) + ux(x) @2 (x)

Donde las funciones u,(x),u,(x) se deben determinar.
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Para poder encontrar las funciones, derivamos la solucion particular
propuesta y se reemplaza en la ecuacién diferencial dada.

¥p! = w1 ()@1(x) +u )@/ () + 1/ ()P (x) + up (), (%)

Para evitar que en la segunda derivada aparezcan términos en funcién
de las segundas derivadas de u;(x),u,(x) suponemos que

w1 ()1 (x) + u/5(x)@,(x) = 0 ( primera ecuacion)

Con lo que
v = us (0! (%) + up ()’ , (%)
Derivando por segunda vez se tiene que
Yp!! = u/ 1)@/ (x) + u (! (x) + w5, () !, (%) + ux () 9!/, (x)
Reemplazando en la ecuacion diferencial inicial se tiene que

W/ 1)@l [ (x) + us () () + u/, (), (%) + up ()7, (x))
+ a; (x)( u1(x)(P/1(x) + U (x)(p/z(x))
+ ao () (U () @1 (x) + U () @2 (x) ) = f(x)
Agrupando términos en funcién de u;(x)yu,(x) como se indica en
negrilla
W 1)/ [ (x) + ur ()@ (x) + u/, ()9’ ,(x) + uz(x) 9’/ , (%))
+a; () (ug () @/, (X)) + uy () @/, (%))
+ ag () (U1 () @1 (x) + uz (x) @2 (x) ) = f(x)

Con lo que

w3y (D!, () + u/, (D! (@) + (@ (1) + a9/, (%) + Ay (1)1 (X))
+ () (97, (0 + a1 (09!, (1) + @ (W) p2(0)) = £(x)

Pero los factores de u,(x) y u,(x) son iguales a cero, con lo que se tiene
u/ 1 ()@ (x) + u/,(x) @/ ,(x) = f(x) ( segunda ecuacion)

Ahora tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas ( las
incdgnitas del sistema son u/;(x); u/,(x) )

/1)@, (0) + u/ 2@, (x) = 0
w10/ () +u/ 20/, (x) = f(x)
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Aplicando la regla de cramer, se tiene que encontrar el determinante de
sistema, el cual se llama wronskiano del sistema ( determinante
formado por las funciones ¢,(x); ¢,(x) y sus respectivas derivadas)

P1(x)  @2(x)
WOno) = ol gl

Es de tener presente que W (g4, ¢;) #0

Determinante de las variables

0 ¢2(x)
1= [0 (pé(x) = —f(x) x @3 (x)
=[] = e

La solucion del sistema es

=2 X 9.(0
1 w W (g1, ¢2)

W, f0) * @1 (x)

/ =<1/ "7
u2(0) =3 W (@1, 92)

Con lo que las funciones buscadas son

f(x) * @z (x) dx
W (@1, 92)

f(x) = @q1(x) dx
W((le (pZ)

u(x) = —

uy(x) =

Veamos como funciona el método con un ejemplo.
Resolver la ecuacion diferencial

y!! + 4y = Cot2x

Buscamos la solucidn de la ecuacién homogénea.
y// +4y =0

La cual tiene como ecuacidon caracteristica
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m?>+4=0

Cuyas soluciones son m = +2i , soluciones complejas donde x=0,8 =2
Con lo que la solucion de la homogénea es.

yn = e**(ACosfx + Bsenfx)

Reemplazando se tiene
yn = e%*(ACos2x + Bsen2x)

yn = ACos2x + BSen2x

Pero
Y = C191(x) + C,(x)

Con lo que

@1(x) = Cos2x  @,(x) = Sen2x
Buscamos el wronskiano del sistema

P1(x)  @2(x)
0{(X)  @h(x)

_ | Cos2x Sen2x | _ 2 2
= | _2Sen2x 2C052x| = 2C0s“2x + 25en“2x

W(py, 92) =

W (@1, p;) = 2(Cos?2x + Sen?2x) = 2

Buscamos las funciones

fX)p2(x)

u(x) =— | ————=dx
! W (@1, 92)
Cot2x(Sen2x) Cosax (Sen2x) 1 Sen2
otcx(oenscix —Densix
ul(x)=—ffdx=—f%dx=—§fC052xdx= 7

2 *=3

Cot2xCos2x 1 [ Cos?2x
uz(x) = f d fSean

()_1fl—Sen22xd _1f< 1 S Z)d
taX T2 Sen2x x—2 Sen2x enax jax

1
u,(x) = Ef(Cchx — Sen2x)dx

ESP. DANIEL SAENZ C. Pagina 4



1 1 1
uy(x) = Ej(Cchx — Sen2x)dx = EJ(CSCZx)dx - ij(Sean)dx

1 1
u,(x) = ZLn(Cchx — Cot2x) + ZCost
Como la solucién particular es:

Yp = U ()1 (%) + uz(x) 2 (x)
Se tiene que

Sen2x

1 1
Yp = — Cos2x + ZLn(Cchx — Cot2x) (Sean) + ZCOSZXSETLZX

1
Yp = ZLn(Cchx — Cot2x)(Sen2x)

Siendo la solucion de la ecuacion diferencial

1
y = ACos2x + BSen2x + ZLn(Cchx — Cot2x)(Sen2x)

Resolver la ecuacion diferencial

y/l —2y/ + 2y = e*Secx

Buscamos la ecuacién de la ecuacién homogénea.
y/l =2yl +2y =0
La cual tiene como ecuacién caracteristica
m2—-2m+2=0
Cuyas soluciones son m =1+i, soluciones complejas donde «x=1,8 =

1
Con lo que la solucion de la homogénea es.

yn = e**(ACosPBx + Bsenfx)
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Reemplazando se tiene
yn = e*(ACosx + BSenx)

Pero
Yh = Cip1(x) + Crp,(x)

Con lo que
@1(x) =e*Cosx  @,(x) =e*Senx

Buscamos el wronskiano del sistema

@1(x)  @a(x)
ol(x) @h(x)

e*Cosx e*Senx
e*Cosx — e*Senx e*Senx + e*Cosx

W(p1,9,) =

W(@1,¢,) = e*Cosx(e*Senx + e*Cosx) — e*Senx(e*Cosx — e*Senx)
W (@q, ;) = e?*(Cos?x + Sen?x) = e?*

Buscamos las funciones

X920

) == W (91, 92)

e*Secx(e*Senx) e**Tanx
ul(x)z—f—dxz—f

2% o dx = —fTanxdx = Ln|Cosx|

e*Secx(e*Cosx) e
uy(x) = f—dx=fﬁdx=fdx=x

er
Como la solucién particular es:

Vp = U (X)@1(x) + uz(x) @, (x)
Se tiene que
Yp = Ln|Cosx|e*Cosx + xe*Senx

Siendo la solucion de la ecuacion diferencial

y = e*(ACosx + BSenx) + e*Cosx(Ln|Cosx|) + xe*Senx

y = e*Cosx(A + Ln|Cosx|) + e*Senx(B + x)
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Cuando se tiene una ecuacién de la forma
an(X)y™ + a1 ()Y Y a0y + ag(x)y = f(x)
la solucidon de la ecuaciédn homogénea toma la forma

Yh = C101(x) + Co05(x) + C305(X) oo ev oo .+ Crpp (%)
La solucién particular es

Vp = ur(0)@1(x) + uz(x)@2(x) + uz () @3(x) v cov e+ up () @ (%)
Donde los u,(x) se obtienen mediante las integrales

W,
up(x) = Wkdx

Donde W es el determinante del sistema lineal

( u{g01+u£(p2+--- ......... +ulg, =0
u{<p/1+u£<p/2+--- ......... +u,/1<p/n=0
4 :
u{go(”‘z)l + ué<p(""2)2 o + uégo(""z)n =0
ku{(p(”‘l)l + ué<p(""1)2 o + u,/lgo(n"l)n = f(x)
Es decir
©1 Pz Pz e ®n
o' @/, @y . @
W= :<p//1 <p://2 <p//.3............. o/ |
D "2 @I . "2
A L B L

W, es el determinante que se obtiene al cambiar en W la columna k
esima por los términos independientes del sistema ( columna después
del signo =)
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EJEMPLO RESOLVER LA SIGUIENTE ECUACION DIFERENCIAL

y® —3y@) 4 2y/ = 12e%* + 24x2

Resolvemos la ecuacion diferencial homogénea

y® —3y@ +2y/ =0; con f(x)=12e%* + 24x?

Cuya ecuacion caracteristica es
m3—-3m?2+2m=0

La cual tiene como solucion m=0,m=2,m=1

Con lo cual la solucidn de la ecuacidon homogénea es
yh = Cl + Czezx + C3ex
Yh = C191(x) + Co92(x) + C395(x)

Pp1(x) =1; @(x) = e ; p3(x) =e*
Buscamos el wronskiano

P11 P2 P3
ol ol ol
ol o) ol

w =

1 er ex
0 2e%* e~
0 4e%* e~

[§\)

|262x

w = 4€2x

Q

W = 2e?*(e*¥) — 4e%*(e¥)
W =-2e%

Ahora buscamos los determinantes de cada variable

0 er ex
w, = ‘ 0 2e%*  e*
12e2% 4+ 24x2 4e2* ¥

2
Wy = (12e2% + 24x2) |Zee;" g’;
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W, = (122 4 24x2)(—e>")

1 0 e*
w, = |0 0 ex
0 12e2* 4 24x?% ex

W, = —(12e2* + 247) |7

ex|

w, = (12e%* + 24x?)( e¥)

1 e 0
W; = [0 2e2* 0
0 4e?* 12e2* 4 24x2
2x
w, = (12e2% + 24x2) |1 €
3 ( )0 zer

W, = (12e% + 24x2)2e**

Buscamos los

up(x) = f—dx

12e%* + 24x%)e3*
uy (x) = J—dx = J mt Eyer ) dx = j(6e2x + 12x%)dx = 3e?* + 4x3

() = _ J (12e%* + 24x2)(ex)

_De3%
u(x) = — f(6 + 12x%e~2%)dx

u,(x) = —(6x — 6x%e7%% — 6x™2* — 3272%)

f(lZezx + 24x2)2e%*
= dx =

ECyET: —f(lZex + 24x%e ) dx

uz(x) =
uz(x) = —(12e* — 24x%e™* — 48xe™ — 48e~%)

la solucion particular es

Vp = U (x)@1(x) + uz(x) 2 (x) + uz(x)p3(x)
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yp = (3e** +4x3) + (—6x + 6x%e™2* 4 6xe™* + 3e”*)e?* + (—12e* + 24x%e™*
+ 48xe ™™ + 48e7*)e*

Yp = 3e** +4x3 — 6xe® + 6x° 4 6x + 3 — 12e** + 24x* + 48x + 48

Yp = —9e** + 4x3 — 6xe®* + 30x* + 54x + 51
Siendo la solucion de la ecuacion diferencial dada

y = Cy + Ce?* + Cze* — 9e?* + 4x3 — 6xe?* + 30x% + 54x + 51

ACTICIDAD.

Aplicar el método de variacidon de parametros a las siguientes ecuaciones diferenciales

y// +3y/ +2y = xe™*

y/! + 5y/ + 6y = Sene*
y!// —y = e ?*Sene™

y// +y = Tanx

y/' +y = Secx

y/l —3y/ + 2y = x*Sen2x
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